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I. Lineare Gleichungssysteme

1. Grundlagen

1. Grundlagen

A. Der Begriff des linearen Gleichungssystems

Lineare Gleichungssysteme besitzen in
vielen Bereichen der Mathematik und bei
der Losung naturwissenschaftlicher, tech-
nischer und wirtschaftlicher Problemstel-
lungen eine groe Bedeutung.

Das wichtigste Losungsverfahren fiir line-
are Gleichungssysteme ist sehr systema-
tisch aufgebaut, so dass es mit Hilfe von
Computern und Taschenrechnern automa-
tisiert werden kann.

In diesem ersten Abschnitt wiederholen wir
die bereits bekannten Grundlagen beim L6-
sen linearer Gleichungssysteme, wobei die
Beispiele auf den folgenden Seiten sich auf
zwei Gleichungen mit zwei Variablen be-
schrinken.

Ein lineares Gleichungssystem (LGS) be-
steht aus einer Anzahl linearer Gleichun-
gen. Nebenstehend ist ein lineares Glei-
chungssystem mit vier Gleichungen und
drei Variablen x, y, z dargestellt. Man
spricht hier von einem (4; 3)-LGS.

Die Darstellung ist in der sogenannten Nor-
malform gegeben: Die variablen Terme
stehen auf der linken Seite, die konstanten
Terme bilden die rechte Seite.

Rechts ist die Normalform eines allgemei-
nen (m; n)-LGS dargestellt.

Die n Variablen lauten x, X,, ..., X,, .
Die konstanten Terme auf der rechten Seite
der Gleichungen lauten by, by, ..., b,..
a;; bezeichnet den Koeffizienten auf der lin-
ken Seite des LGS, der in der i-ten Glei-
chung als Faktor vor der Variablen x; steht.
Eine Losung des LGS gibt man oft als ge-
ordnete Kombination an, d.h. als n-Tupel
(X5 X93 +.-3 Xp), z.B. (35 1) wie im Beispiel
auf der folgenden Seite.

9
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Computertomographie

Im Computertomographen wird die Ab-
schwdchung von Rontgenstrahlen beim
Durchdringen des Korpers gemessen.
Daraus gewinnt man lineare Gleichungs-
systeme, deren Losungen die Gewebedich-
ten im Korperinnern liefern. Aus diesen
ldsst sich ein dreidimensionales Bild des
Korperinnern errechnen und darstellen.

LL

w

Ein (4; 3)-LGS in Normalform:

3x + 2y - 2z = 1
2x + 3y + 2z = 14
4x - 2y + 3z = -9
5x + 4y - 4z = 1
\l/
Koeffizienten Koeffizienten
der linken Seite der rechten Seite

Die Normalform eines (m; n)-LGS:

a; X, + apx, + ... + a,x, = b
A X + ApX, + ... 4+ ax, = b,
an X+ apX, + ... 4+ ax, = by

B. Das Additionsverfahren bei Gleichungssystemen mit zwei Variablen

Zunichst bringen wir uns ein elementares Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme
anhand eines einfachen Beispiels (2 Gleichungen, 2 Variable) in Erinnerung.

Beispiel: Gleichungssystem

I 2x— 4y= 2

Losen Sie das nebenstehende lineare Gleichungssystem. I 5x+ 3y=18

Losung:

. Wir verwenden das sogenannte Additions-
© verfahren. Zuniichst multiplizieren wir
© Gleichung I mit —5 und Gleichung II mit 2,
. sodass die Koeffizienten der Variablen x
. den gleichen Betrag, aber verschiedene
: Vorzeichen erhalten.

So entsteht ein neues Gleichungssystem. Es
: ist zum Ursprungssystem &quivalent, d.h.
. 16sungsgleich.

© Nunaddieren wir Gleichung I zu Gleichung
© 1L Bei diesem Additionsvorgang wird die
© Variable x eliminiert. Das entstehende Glei-
. chungssystem ist wiederum #quivalent zum
. vorhergehenden.

Gleichung II enthélt nun nur noch eine Va-
riable, ndmlich y. Auflésen der Gleichung
: nachy liefert y = I als Losungswert.

. Setzen wir dieses Teilresultat in Gleichung
> Iein, so folgt x = 3.

Die Losungsverfahren fiir lineare Glei-
chungssysteme beruhen darauf, dass die
Anzahl der Variablen pro Gleichung durch
Umformungen schrittweise reduziert wird,
bis nur noch eine Variable iibrig bleibt.
Die verwendeten Umformungen diirfen die
Losungsmenge des Gleichungssystems
nicht verdndern. Umformungen mit dieser
Eigenschaft werden als Aquivalenzumfor-
mungen bezeichnet.

Die drei wesentlichen Aquivalenzumfor-
mungen sind nebenstehend aufgefiihrt.

1 2x— 4y= 2 —(=5)-1
II 5x+ 3y=18 —2-1I

I -10x+20y=-10
II 10x+ 6y= 36 —I+1I

I -10x+20y=-10
II 26y= 26

Aus II folgt y=1.

Einsetzen in I liefert: x =3
Losungsmenge: L={3B;1)}

Aquivalenzumformungen
eines Gleichungssystems

Die Losungsmenge eines linearen Glei-
chungssystems dndert sich nicht, wenn

(1) 2 Gleichungen vertauscht werden,

(2) eine Gleichung miteinerreellen Zahl
k = 0 multipliziert wird,

(3) eine Gleichung zu einer anderen
Gleichung addiert wird.

Zur Pfeilschreibweise: A — B bedeutet: A wird durch B ersetzt.

15\/—
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Ubung 1 Rechnerische Losung

Losen Sie die linearen Gleichungssysteme rechnerisch.

a) 2x-3y= 5 b) 6x —4y=-2 c) gx=2y= 1 d) 5x=y-3
3x+4y=16 4x+3y=10 3x+4y=14 2y=7+09x

Ubung 2 Zeichnerische Losung

Losen Sie das LGS zeichnerisch, indem Sie die a)3x+2y=12 b)2x-3y= -9
Gleichungen nach y auflosen und als Geraden 4x-2y= 2 4x+6y= -6
darstellen. c)2x+3y=17 d)d4x+ y= -6

6x+9y=14 T7x+2y=-11

C. Die Anzahl der Losungen eines Gleichungssystems mit zwei Variablen

Die Gesamtheit der Losungen (x; y) jeder einzelnen Gleichung eines (2; 2)-LGS bildet eine
Gerade im IR?. Damit kann die Frage nach der Anzahl der Losungen eines (2; 2)-LGS in sehr
anschaulicher Weise beantwortet werden.

Die Losungen eines solchen Gleichungssystems sind die Koordinaten der gemeinsamen Punkte
der den Gleichungen zugeordneten Geraden. Geraden haben entweder keine gemeinsamen Punk-
te oder sie haben genau einen gemeinsamen Punkt oder sie haben unendlich viele gemeinsame
Punkte. Die Zeichnungen unten veranschaulichen den Sachverhalt.

Entsprechend ist ein lineares Gleichungssystem entweder unlosbar oder es ist eindeutig losbar
oder es hat unendlich viele Losungen, ist also nicht eindeutig losbar.

Dies gilt nicht nur fiir Gleichungssysteme mit zwei Variablen, sondern fiir alle LGS.

I 2x -2y=-2 I 2x— y= 2 I 8x+4y= 16
I -3x+3y= 6 I 3x+3y=12 I -6x-3y=-12

b

II

DN

¥
S

VAR N e

Die Geraden sind parallel. Sie | Die Geraden schneiden sich = Die Geraden sind identisch.
haben keine gemeinsamen | in einem Punkt. Sie haben unendlich viele ge-
Punkte. meinsame Punkte.

Das Gleichungssystem ist Das Gleichungssystem hat Das Gleichungssystem hat
unlosbar. genau eine Losung. unendlich viele Losungen.

Auch mit Hilfe des Additionsverfahrens kann man erkennen, welcher der drei beziiglich der
Losbarkeit moglichen Fille vorliegt. Den Fall der eindeutigen Losbarkeit haben wir bereits geiibt
(vgl. Abschnitt B). Die restlichen Fille behandeln wir nun exemplarisch.

S I -3x+3y= 9 —2-11

I 6x-6y=-9
I —6x+6y=18 —1+1I

I 6x-6y=-9
Il Ox+0y= 9

© Die Aquivalenzumformungen fiihren auf
. ein Gleichungssystem, dessen Gleichung II
fiir kein Paar x, y 16sbar ist, da sie 0=9
: lautet.

. Sie stellt einen Widerspruch in sich dar.

. Da eine Gleichung des Systems keine Lo-
. sung besitzt, hat das Gleichungssystem als
© Ganzes erst recht keine Losungen.

© Man spricht von einem unlsbaren Glei-
© chungssystem. Die Losungsmenge des
. Systems ist die leere Menge:

»L=1{}.

Ubung 3 Losbarkeit

Beispiel: Losbarkeit a)2x—-2y=-3 b) 8x+4y= 16
Untersuchen Sie die Gleichungssysteme -3x+3y= 09 —-6x-3y=-12
mit Hilfe des Additionsverfahrens auf
Losbarkeit.

Losung zu a: Losung zu b:

1 2x-2y=-3 —3-1 I 8x+4y= 16 —3-1

I -6x-3y=-12 —4.1I

I 24x+12y= 48
I -24x-12y=-48 —1+1I

I 24x+12y=48
II Ox+ Oy= 0

Die Umformungen fiihren auf ein dquiva-
lentes System, dessen Gleichung II fiir alle
Paare x, y trivialerweise erfiillt ist, da sie
0 = 0 lautet. Sie kann also auch weggelas-
sen werden.

In der verbleibenden Gleichung I kann eine
der Variablen frei gewihlt werden. Sei etwa
x=c(ceR).

Dann folgty = —2 ¢ + 4. Fiir jeden Wert des
Parameters c ergibt sich eine Losung. Man
spricht von einer einparametrigen unendli-
chen Losungsmenge:
L={(c;-2c+4);ceR}.

Untersuchen Sie das Gleichungssystem auf Losbarkeit. Geben Sie die Losungsmenge an.

a) 8x—- 3y=11 b)3x+ 2y= 13
5x+ 2y=34 2x - 5y= -4

e) 12x+16y=28 f) 3x—- 4y= 14

I5x+20y =35 2x+ 3y= -2
x+ 10y =-18

Ubung 4 LGS mit Parameter

) 8x—6y= 2 d)—4x +14y=6

2x+3y= 2 6x—-21y=8
g 4x—-2y= 8 h) 3x- 6y= 9
3x+ y=11 -2x+ 4y=-6
6x-8y= 1 x— 2y=3

Fiir welche Werte des Parameters a € IR liegt eindeutige Losbarkeit vor?

a)2x—-5y=9 b)3x+4y=7
4x+ay=>5 2x—6y=a+12

c)ax+2y= 5 d)ax-2y=a
8x+ay=10 2x —ay=2
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5. Losen Sie das lineare Gleichungssystem mit Hilfe des Additionsverfahrens.

a)2x-3y=5 b) -3x+4y=-1 c) ,2x-0,5y= 5
3x+2y=1 4x-2y= 8 34x-15y=14
d)2-2x=2y-4 e)y—-3x-3=2y f) 13-x+4y=0
6x—-4=6y+2 4-4x+y=8-3y 24-2(x-y)=10
6. Untersuchen Sie das LGS auf Losbarkeit. Bestimmen Sie die Losungsmenge.
a)x—1y= 3 b) 2x+4y=-4 c) -6x+3y=3
X+2y=-4 -05x— y= 1 4x -2y=2
d) -2x+6y=-2 e)2x+4y=10 f) x+6y=21
x-3y= 1 4x —4y= 8 -x+ y= 0
3x-2y= 7 X—- y=-5
7. Bestimmen Sie die Werte des Parameters a € R, fiir die die LGS eindeutig 16sbar sind.
a)3x- S5y=4 b)4x-2y=a c)ax+3y=8
ax+ 10y =5 3x+4y=7 3x+ay=4

8. Eine zweistellige Zahl ist siebenmal so grofl wie ihre Quersumme. Vertauscht man die beiden
Ziffern, so erhélt man eine um 27 kleinere Zahl. Wie heif3t diese zweistellige Zahl?

9. (3; 2)-LGS wie in 6¢) und f) beschreiben die Lage von drei Geraden in IR? zueinander.
Erstellen Sie zu folgenden Situationen eine Skizze und geben Sie dazu ein Beispiel fiir ein
(3; 2)-LGS an.

a) Drei Geraden sind nicht paarweise parallel zueinander. Es gibt keinen Punkt, in dem sich
alle drei Geraden schneiden.

b) Drei Geraden sind nicht paarweise parallel zueinander. Es gibt einen Punkt, in dem sich
alle drei Geraden schneiden.

¢) Zwei Geraden sind parallel zueinander. Eine dritte Gerade schneidet die beiden Parallelen.

d) Drei Geraden sind parallel zueinander, aber nicht identisch.

10. Wie alt sind Max und Moritz jetzt?

g
tor 3 Jahren

dreimal so alt wi€

War ich fogar. . > N

>

2. Das Losungsverfahren von Gauf}

Carl Friedrich Gauf3 (1777-1855) war ein
deutscher Mathematiker und Astronom, der
sich bereits in friihester Jugend durch iiberra-
gende Intelligenz auszeichnete. Fast 50 Jahre
lang war er als Mathematikprofessor an der
Uni Gottingen titig. Neben der Mathematik
beschdiftigte er sich vor allem mit der Astrono-
mie. Durch eine neue Berechnung der Umlauf-
bahnen von Himmelskorpern konnte der 1801
entdeckte und gleich wieder aus dem Blick ver-
lorene Planet Ceres wieder aufgefunden wer-
den. Hierbei entwickelte er auch das nach ihm
benannte Losungsverfahren fiir Gleichungs-
systeme, das er 1809 in seinem Buch ,, Theoria
motus corporum coelestium“ (Theorie der Be-
wegung der Himmelskorper) verdffentlichte.

A. Dreieckssysteme

Beispiel: Dreieckssystem Ein Dreieckssystem
Das gegebene Gle1chungs§ystem hat eine I 3x—2y+4z=11
besondere Gestalt, denn die von null ver-
. . S I 4y+2z=14

schiedenen Koeffizienten sind in Gestalt

. . I 5z=15
eines Dreiecks angeordnet.
Losen Sie dieses Dreieckssystem.

Losung:

. Dreieckssysteme sind wegen ihrer beson-
. deren Gestalt sehr einfach zu 16sen:

1. Wir l6sen Gleichung III nach z auf und
erhalten z = 3.

2. Dieses Ergebnis setzen wir in Gleichung

II ein, die sodann nach y aufgelost wer-
den kann. Wir erhalten y = 2.

3. Nun setzen wir z =3 und y = 2 in Glei-

chung I ein, die anschlieend nach x auf-
gelost werden kann: x = 1.

Resultat: Das gegebene Dreieckssystem ist
. eindeutig losbar.
» Die Losung ist (1; 2; 3).

Losen eines Dreieckssystems durch Riick-
einsetzung:

Auflésen von III nach z: 5z=15
z= 3

Einsetzen in II: 4y +2z=14
Auflésen nach y: 4y+ 6=14
4y = 8

y= 2

Einsetzen in I: 3x-2y+4z=11
Auflosen 3x—- 4+12=11
nach x: 3x =3
x= 1

Losungsmenge: L = {(1; 2; 3)}

19\/—
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B. Der Gaufische Algorithmus

Im Folgenden zeigen wir das besonders systematische Verfahren zur Losung linearer Gleichungs-
systeme von GauB}, das als GauB3scher Algorithmus oder als GauB3sches Eliminationsverfahren
bezeichnet wird. Wegen seiner algorithmischen Struktur ist es hervorragend fiir die numerische

Bearbeitung mittels Computer geeignet.

Die Grundidee von GauB war sehr einfach: Mit Hilfe von Aquivalenzumformungen (vgl. Abschnitt
1. B) wird das lineare Gleichungssystem in ein Dreieckssystem umgewandelt. Dieses wird an-

schlieend durch ,,Riickeinsetzung* gelost.

> | Beispiel: Dreieckssystem/

: Riickeinsetzung

Formen Sie das lineare Gleichungssystem
(LGS) in ein Dreieckssystem um und
losen Sie dieses.

I 3x+3y+2z= 5
I 2x+4y+3z= 4
I -5x+2y+4z=-9

. Losung:

. Die auBerhalb des blauen Dreiecks stehen-
© den Terme storen auf dem Weg zum Drei-
: eckssystem. Sie sollen durch Aquivalenz-
: umformungen  schrittweise  eliminiert
: werden.

. Als Darstellungsmittel verwenden wir den
: Umformungspfeil, der angibt, wodurch die
Gleichung ersetzt wird, von welcher dieser
. Pfeil ausgeht.

1. Wir eliminieren die Variable x aus den
Gleichungen II und III.
Wir erreichen dies, indem wir zu geeig-
neten Vielfachen dieser Gleichung ge-
eignete Vielfache von Gleichung [ addie-
ren oder subtrahieren.

2. Wir eliminieren die Variable y aus der
Gleichung III des neu entstandenen Sys-
tems in entsprechender Weise.

© 3. Es ist nun wieder ein Dreieckssystem
: entstanden, das wir leicht durch ,,Riick-
einsetzung‘ 16sen konnen.

» Resultat: L = {(1;2; =2)}

Umformen des LGS:
1. Elimination
I 3x+3y+2z= 5 von X
I 2x+4y+3z= 4 —-3.11-2-1
M-5x+2y+4z=-9 —3-II+5-1

I 3x+3y+ 2z= 5 2. Elimination
II 6y+ S5z= 2 von 'y
I 21ly+22z=-2 —2-M-7-1I

I 3x+3y+2z= 5  Dreiecks-
I 6y+5z= 2 system
I 9z=-18

Auflosen von IIl nach z: 3. Losen durch
9z=-18  Riick-

Z= -2  einsetzung

Einsetzen in II, Auflosen nach y:

6y+5z=2
6y—-10=2
y=2

Einsetzen in I, Auflosen nach x:
3x+3y+2z=5
3x+ 6- 4=5
x=1

In entsprechender Weise lassen sich auch lineare Gleichungssysteme mit groBerer Anzahl von
Gleichungen und Variablen 16sen. Es kommt darauf an, die stérenden Terme in systematischer
Weise, z.B. spaltenweise, zu eliminieren, sodass eine Dreiecksform bzw. Stufenform entsteht.

1. Dreiecksform
Losen Sie das LGS. Formen Sie das LGS ggf. zunéchst in ein Dreieckssystem um.

a) 2x+4y—- z=-13 b) 2x+4y-3z=3 c) 3x-2y+2z= 6
2y -2z=-12 -6y+5z=7 2x - z= 2

3z= 9 2z=4 -3x =-6

d x-3y+5z=-2 e) x+ y+4z= 10 f) 2x+2y- z=8
y+2z= 8 2y-5z=-14 -2x+ y+2z=3

y+ z= 6 y+3z= 4 4z=28

2. GauBscher Algorithmus
Losen Sie das LGS mit Hilfe des Gaul3schen Algorithmus.

a) 4x-2y+2z= 2 b) x+2y-2z=-4 c) 2x+2y-3z=-7
-2x+3y-2z= 0 2x+ y+ z= 3 -x-2y-2z= 3
3x-5y+ z=-7 3x+2y+ z= 4 4x+ y-2z=-1

d 2x+ y- z=6 e) x—-2y+ z=0 f) 2x+2y+3z=-2
5x-5y+2z=6 3y+ z=9 X +z=-1
3x+2y-3z=0 2x+ y =4 y+2z=-3

3. GauBscher Algorithmus
Losen Sie das LGS mit Hilfe des Gau3schen Algorithmus. Bringen Sie das LGS zunéchst auf
Normalform. (Erzeugen Sie zweckméBigerweise auch ganzzahlige Koeffizienten.)

a) 2y=4-z b) 2y -5=z+2x c) 3z=2y+7
3z=x-10 -2z=x-2y x—4=y+z
O9+z=x+Yy 4x=y-10 2x+2y=x-1
d) Ix-ly+3z= 4 e) —02x+15y+04z=-9 f) Ix+ 1ly+ 2z=7
%x—%y—%z:—Z 1,1x +2,2z2=28,8 %x+ ll—0y+11—22=%
y-3z= 2 0,8x-02y =44 45x-05y+ 1z=175

4. Zahlenritsel
Eine dreistellige natiirliche Zahl hat die Quersumme 14. Liest man die Zahl von hinten nach
vorn und subtrahiert 22, so erhilt man eine doppelt so grole Zahl. Die mittlere Ziffer ist die
Summe der beiden dufleren Ziffern. Berechnen Sie die gesuchte Zahl.

5. Modellierung einer Parabel
Eine Parabel zweiten Grades besitzt bei x = 1 eine Nullstelle und im Punkt P(216) die Stei-
gung 8. Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel.

6. Nichtlineares Gleichungssystem
Neben den linearen Gleichungssystemen gibt es auch nichtlineare Gleichungssysteme. Bei
solchen Systemen funktioniert der Gaufische Algorithmus nicht. Man verwendet das Einset-
zungsverfahren oder Nédherungsverfahren. Losen Sie das nichtlineare System.
a)2x+3y=16 b) x> +y?+7z>=14
x> +y2=29 xX+y= 3
x>2+2z2=10
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3. Losbarkeitsuntersuchungen

A. Unlosbare und nicht eindeutig losbare LGS

Wir untersuchen nun mit dem GauBschen Algorithmus lineare Gleichungssysteme, die keine
Losung besitzen bzw. die unendlich viele Losungen haben.

a) x+ 2y- z=3
2x—- y+2z=8
3x+1ly-7z=6

» | Beispiel: Untersuchen Sie das LGS mit Hilfe des GauBschen Algorithmus auf Losbarkeit.

b) 2x+ y—-4z=1
3x+2y-Tz=1
4x-3y+2z2=7

;Lésungzua:

ST X+ 2y—- z=3

I 2x—  y+2z=8 —I-2-1
I 3x+11y—-7z=6 —TM-3-1

1 X+2y- z= 3

II —Sy+4z= 2
o 1 Sy—-4z=-3 —1II+1I
I X+2y- z= 3
I Sy—-4z=-2

i 0=-1
: t Widerspruchszeile

. Gleichung III des Dreieckssystems wird als
. Widerspruchszeile bezeichnet. Sie ist un-
. losbar (0x + 0y + 0z = — 1 ist fiir kein Tri-
: pel (x; y; z) erfiillt).

© Damit ist das Dreieckssystem als Ganzes
. unlosbar.

. Es folgt: Das urspriingliche LGS ist eben-
. falls unléshar, die Losungsmenge ist daher
: leer: L={}.

Die UnlGsbarkeit eines LGS wird nach An-
. wendung des GauBschen Algorithmus stets
. auf diese Weise offenbar:

Wenigstens in einer Gleichung des resultie-
¢ renden Dreieckssystems tritt ein offensicht-
> licher Widerspruch auf.

Losung zu b:

I 2x+ y- 4z=1
II 3x+2y- 7z=1 —-2-1-3-1
I 4x-3y+ 2z=7 —II-2-1

I 2x+ y- 4z= 1

I y— 2z=-1
III —Sy+10z= 5 —II+5-1I
I 2x+ y- 4z= 1
I y— 2z=-1
I 0=0
t Nullzeile

Gleichung III des Gleichungssystems wird
als Nullzeile bezeichnet. Sie ist fiir jedes
Tripel (x;y;z) erfiillt, stellt keine Ein-
schrinkung dar und kann daher auch weg-
gelassen werden.

Es verbleiben 2 Gleichungen mit 3 Variab-
len, von denen daher eine Variable frei
wihlbar ist. Wir setzen fiir diese ,,iiberzéih-
lige* Variable einen Parameter ein.

Waihlen wir z=c (ceR),
sofolgtausII y=2c-1
und dannausI x=c+ 1.

Wir erhalten fiir jeden Wert des freien Pa-
rameters ¢ genau ein Losungstripel (X; y; z).
Das Gleichungssystem hat eine einpara-
metrige unendliche Losungsmenge:
L={(c+1;2c-1;c¢);ceR}.

I x+2y+3z=8

Das LGS ist unterbestimmt. Da die Anwen-

© chungssystem unendlich viele Losungen.

. Da das LGS in Stufenform nur zwei Glei-
chungen enthilt, aber drei Variable vorhan-
. den sind, ersetzen wir die liberzihlige Vari-
. able z durch den Parameter c: z = c.

. AusIIfolgtdann:y+4c=7,y=7—-4c

. Durch Einsetzen in I erhalten wir nun

Ubung 1 Losbarkeitsuntersuchung

Untersuchen Sie das LGS auf Losbarkeit. Bestimmen Sie die Losungsmenge.

a)2x+2y+2z=6 b)3x+5y-2z=10 c)4x—- 3y-5z= 9
2x+ y— z=2 2x+8y—-5z= 6 2x+ S5y-9z=11
4x+3y+ z=8 4x+2y+ z= 8 6x—-1ly—- z= 7

B. Unter- und tiberbestimmte LGS

Alle bisher durchgefiihrten Uberlegungen zur Losbarkeit bezogen sich auf den Sonderfall, dass
die Anzahl der Gleichungen mit der Anzahl der Variablen iibereinstimmt. Im Folgenden zeigen
wir exemplarisch, dass sie jedoch sinngemé0 fiir jedes beliebige LGS gelten.

Enthilt ein LGS weniger Gleichungen als Variablen, so reichen die Informationen fiir eine ein-
deutige Losung nicht aus, d.h., es ist unferbestimmt. Enthilt ein LGS hingegen mehr Gleichungen
als Variablen, so wiirden fiir eine eindeutige Losung bereits weniger Gleichungen geniigen. In
diesem Fall ist das LGS iiberbestimmt. Wir zeigen die Vorgehensweisen bei derartigen LGS an
zwei Beispielen.

Beispiel: Untersuchen Sie das LGS auf Losbarkeit und bestimmen Sie die Losungsmenge.
a)l x+2y+3z=8 b) x+ y=1
II2x+3y+2z=9 2x—- y=8
x—-2y=5
Losung zu a: Losung zu b:
I x+2y+3z=8 I x+ y=1
I 2x+3y+2z=9 —2.1-1I I 2x- y=8 —(=2)-1+1I

m x-2y=5 —I1-1I

C I y+4z=7 I x+ y=1
' i -3y= 6
I 3y=—4 —I+11

© dung des GauBschen Algorithmus auf kei- I X+ y=
© nen Widerspruch fiihrt, besitzt das Glei- I —3y=6
| o dlic] I 0=2 Widerspruch

Wendet man den Gaul3schen Algorithmus
an, erhilt man die obige Stufenform.Dadie
Gleichung III einen Widerspruch enthilt,
ist das gesamte LGS unl6sbar, obwohl das
Teilsystem aus den ersten beiden Gleichun-

- x+2(7-4¢)+3c=8,dh. x=-6+5c.
© Das LGS hat also die einparametrige un-
© endliche Losungsmenge:

>L—{( 6+5c;7—-4c;c);ceR}

gen eine eindeutige Losung (x = 3;y = -2)
besitzt. Diese erfiillt jedoch die Gleichung
III nicht. Somit erhalten wir als Resultat:

L={}.
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Ubung 2 Losbarkeitsuntersuchung/Losungsmenge
Untersuchen Sie das LGS auf Losbarkeit. Bestimmen Sie die Losungsmenge.
a) 3x-3y= 0 b) 2x+ y=-1 c) 2x— 2y=14
6x+3y=18 4x +2y=-10 3x+ 6y= 3 3. Losen Sie das LGS. Geben Sie die Losungsmenge an.
-2x+4y= 4 —-6x+3y=-2 4x - 12y =44 a) 2x— y+6z= 5 b) 3x+ y+7z=2 ¢c) 3x— y+ z= 3
d) 3x-4y+z=5 © x +z=-1 f) 4x+y-2z+ t=1 2y—izzlg 3y+§zji S 2y-2z= g
2x—- y—-z= 0 y+z= 4 2x+y+3z-2t=3 2= y+or= X *or=s
4X:2y12:}§ Xiy+ ~ i d) x+2y- z=-3 €) —2x+2y-4z=-2 ) x+ y+ z= 5
Xo o yrz= Xrywyz= 2x+4y-2z=-1 X +3z= 0 x— y+ z= 1
g 3x+2y+ z=5 h) 2x +3z+2t=4 1) 2x—4y+2z= 6 3x+ y+5z= 6 X— y+2z= 1 -2x -3z=-3
—-6x-4y-2z=8 y+3z+2t=4 x—-8y+4z=12

TX+2y- z2=-3 4. Untersuchen Sie das LGS auf Losbarkeit. Bestimmen Sie die Losungsmenge.

Die Losbarkeitsuntersuchungen haben gezeigt, dass Nullzeilen (triviale Zeilen) noch nichts {iber a) 3x-8y-5z= 0 b) 2x-2y-3z=-1 ©) 4x- y+2z=6

T . N . . . . 2x=2y+ z=-1 -2y+ z=-3 X+2y—- z= 6

die Losbarkeit des gesamten LGS aussagen, wihrend aus einer Widerspruchszeile sofort die x+dviTz= 2 x4 v_3g=-4 6x 4 3 — 138
Unlosbarkeit des gesamten LGS folgt. Wir konnen zusammenfassend folgendes Losungsschema y B y B y B

zum Gaufschen Algorithmus angeben: d) 2x—3y—8z= 8 &) 3x— y+2z= 4 f) 3x-dy+ z= 5

6y+4z=-8 4x -6y+4z=10 2x— y—- z= 0

Losungsschema des GauBischen Algorithmus 6x+8y—-8z= 6 -Xx -2y =1 4x -2y -2z=12

1. | LGS in die Normalform iiberfiihren,

ganzzahlige Koeffizienten erzeugen, sofern moglich 5. Untersuchen Sie das LGS auf Losbarkeit. Bestimmen Sie die Losungsmenge.

a) X;+x4= 2 b) x,+x;=1 ) X +X3=X,
2.  GauBschen Algorithmus auf das LGS anwenden. Es entsteht eine Dreiecks- bzw. Stufen- Xy +X3=-3 Xy =X3=0 X+ Xs =%y
S X4 =X = X3 X +X+X3—-%x4=1 X5—x3=0
Xy—Xy= 1 X, —X4=0 Xy — Xy =X3
3. | Priifen, welche der folgenden Eigenschaften das aus 2. resultierende LGS besitzt. Xg =X =X3+Xs
Widerspruch Es existiert kein Widerspruch. 6. Robert, Alfons und Edel finden einen Sack voller Miinzen. Es sind 3 grofle, 16 mittlere und
Wenigstens eine Gleichung | Die Anzahl der Variablen | Es gibt mehr Variable als 40 Fleme Miinzen im Gf?samt\yert von 30€. le: Muqzen werden gergcht al.l.fgetellt. Robert
. L 5 5 . .. . erhilt 2 grofie und 30 kleine Miinzen, Alfons erhilt 8 mittlere und 10 kleine Miinzen. Den Rest
stellt einen offensichtlichen | ist gleich der Anzahl der nichttriviale Zeilen. B ) . .. N
. . A . erhilt Edel. Wie grof sind die einzelnen Miinzwerte?
Widerspruch dar. nichttrivialen Zeilen.
4. 7. Im Garten sitzen Schnecken, Raben e
und Katzen. GroBvater zihlt die Kopfe
und die Fiile der Tiere. Er kommt auf
insgesamt 39 Kopfe und 57 Fiile. Die Hi§Y i
Das LGS ist Das LGS ist Das LGS hat Raben haben zusammen 6 Fiile mehr .
unlosbar. eindeutig losbar. unendlich viele Losungen. als die Katzen. Wie viele Katzen sind t
es? . | F e i
Die einzige Losung wird Die freien Parameter werden B T LT 2 irt : _ i
durch ,,Riickeinsetzung‘ festgelegt. =l sy Wive+ i
aus dem Stufenform-LGS | Die Parameterdarstellung | R gl
bestimmt. der Losungsmenge wird be- R o ) \
stimmt. I W ],'rf/’:g/;. p e A, e it .],i,.n"'ﬂ.”f.{l il Ve il o
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4. Lineare Gleichungssysteme mit Parametern

Gelegentlich tritt in linearen Gleichungssystemen ein zusétzlicher Parameter auf. Dann héngt die
Losbarkeit des Systems vom Wert des Parameters ab.

Beispiel: Lineares Gleichungssystem mit Parameter

Untersuchen Sie das lineare Gleichungs- Xx+y =2
system in Abhéngigkeit vom Parameter a ax+3y=5
auf Losbarkeit (a € R).
Losung:
© Wir wenden den GaufB3schen Algorithmus an. Gaugfischer Algorithmus:
: I X+ y=2
: Nach dem ersten Eliminationsschritt erhalten wir I ax+3y=5—-Il-a-1I
. ein Dreieckssystem. I x4 ve?
: Um die Gleichung II des Dreieckssystems nach y=
: .. . . . II 3-ay=5-2a
.y auflésen zu konnen, miissen wir durch den
ngfﬁ21enten .('3 - a) dividieren. . . Fall 1: 2 = 3
. Dies ist nur moglich, wenn (3 — a) nicht null ist, 2
aus II: y = 2==2

also fiir a # 3.

. Daher unterscheiden wir nun die beiden Fille
©az3unda=3.

. Im ersten Fall erhalten wir eine vom Parameter
. a abhingige eindeutige Losung.

_y= 5 2a

© Im zweiten Fall (a =3) tr1tt ein Widerspruch auf.
» Das System ist dann also unlésbar.

Sie lautet: x =

Ubung 1 LGS mit Parameter

52a
1nI.x2y2 -

_6-2a_ 5- 2a_ 1
T 3-a 3-a  3-a

Fall2:a=3
II: B-ay=5-2a=0=-1

= unlosbar

Untersuchen Sie das lineare Gleichungssystem in Abhingigkeit vom Parameter a auf Losbarkeit

(ae R). Geben Sie ggf. die Losung an.
a) x+2y=2 b)2x+y= 8
2x+ay=>5 Xx+y=2a

Ubung 2 Unendliche Losungsmenge
Ermitteln Sie, wie der Parameter a gewihlt
werden muss, damit das LGS unendlich viele
Losungen hat. Geben Sie diese an.

2x+ y=14

4x+ay=30-a

¢) Xx+ay=2a
2x+2y=2a+?2

Ubung 3 Parameterbestimmung
Ermitteln Sie, fiir welchen Wert des Parameters
a das LGS die Losung x = 4, y = 8 hat.
Berechnen Sie die allgemeine Losung des LGS.
4x+ y=6a
x+2y=>5a

Bei linearen Gleichungssystemen mit drei oder mehr Variablen geht man im Prinzip genauso vor
wie im vorhergehenden Beispiel. Relativ einfach ist die Untersuchung solcher Systeme, wenn der
Parameter nur auf der rechten Seite des Gleichungssystems auftritt.

Untersuchen Sie das lineare Gleichungs-
system in Abhingigkeit vom Parameter a
auf Losbarkeit (a € IR).

> | Beispiel: Lineares (3; 3)-Gleichungssystem mit Parameter

I Xx+2y-3z=4
I 2x+2y+2z=6a+4
I 3x- y-2z=-2

Losung zu a:

© Wir wenden den GauBschen Algorithmus
. an. Die einzelnen Schritte sind rechts dar-
: gestellt.

. Nach zwei Eliminationsschritten erhalten
. wir ein Dreieckssystem.

. Dieses losen wir durch Riickwiirtseinset-
© zungen auf.

© Zunichst bestimmen wir aus Gleichung 11
. durch Auflssen die Variable z: z = a

. Dieses Teilergebnis setzen wirin Gleichung
. II ein und 16sen diese anschlieBend nach y
caufry=a+2.

. Durch Einsetzen beider Teilergebnisse in
. Gleichung I konnen wir auch den Wert der
Variablen x errechnen: x = a.

. Das Gleichungssystem ist also fiir jeden

© Wert des Parameters a eindeutig 16sbar. Die
> Losung lautet: x=a,y=a+2,z=a

Ubung 4 (3; 3)-LGS mit Parameter

Gaufischer Algorithmus:

I x+2y-3z=4

II 2x+2y+2z=6a+4 —->11-2-1
Mm3x- y-2z=-2 —>MI-3-1

I x+2y-3z=4
II -2y+8z=6a-4
m -7y+7z=-14 —-2-NI-7-1I

I x+2y- 3z=4
I -2y+ 8z=6a-4
I -42z=-42a

Auslll: = z=a
Inll: =-2y+8a=6a-4=>y=a+2
Inl: =x+2-(a+2)-3a=4=x=a

L={(ala+2la):aeR}

Untersuchen Sie das lineare Gleichungssystem in Abhingigkeit vom Parameter a auf Losbarkeit

(a € R). Geben Sie ggf. die Losung an.
al x+ y-2z=2

II 2x-2y+ z=a-1

IT4x+ y—-3z=2a+3

Ubung 5 Unendliche Losungsmenge
Ermitteln Sie, unter welcher Bedingung
an den Parameter a das LGS unendlich viele
Losungen hat. Berechnen Sie die Losung.

I 2x- y+z=3

I x+2y-z=4

II4x+3y—-z=a+1

b)I 2x- y+ z=1
I x+2y—- z=4a-1
IT4x—- y+3z=3

Ubung 6 LGS mit Parameterbestimmung
Berechnen Sie die allgemeine Losung des LGS.
Ermitteln Sie, fiir welchen Wert des Parameters
a das LGS eine Losung x, y, z mit x = 6 hat.

I —x+2y+3z=6

II +x-3y+2z=4-a

Il -x+4y-2z=2a-4

27\/—
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5. Losung eines LGS mit einem Computerprogramm

Ein Taschenrechner mit erweiterter Funktionalitiit beherrscht nur lineare Gleichungssysteme mit
der Ordnung 3 oder kleiner. Fiir groBere LGS verwendet man ein Computerprogramm (Applet),
einen graphischen Taschenrechner (GTR) oder ein Computeralgebrasystem (CAS).

Wir behandeln als Beispiel die Verwendung eines Programms in Gestalt eines Applets.

» | Beispiel: Losung von LGS mit einem Computerprogramm
Losen Sie die folgenden linearen Gleichungssysteme mit einem Computerprogramm.

Auch lineare Gleichungssysteme mit Parameter (vgl. S. 27f.) lassen sich mit Hilfe von Com-

puterprogrammen losen.

a)2x+3y-2z= 2
3x+2y+ z=10
4x+ y—- z= 3

b)2x+ y+3z+ t=6
4x+2y+2z+2t=8
2X+2y+2z+2t=6

Losung:

Wir rufen das Applet auf der Internetseite*
auf und wihlen Gleichungssystem. Es er-
scheint eine rechteckige Maske zur Eingabe
der Koeffizienten des LGS. Die GroBe der
Maske entspricht der Ordnung des LGS und
kann eingegeben werden. In unserem Fall
kann die Maske mit dem Feld [+ | vergroRert
und dem Feld [—] verkleinert werden.
Nicht benétigte Zeilen/Spalten bleiben ein-
fach leer (sieche Teil b).

Die Berechnung der Losung wird durch
Anklicken des Feldes gestartet. Mit

dem Feld alles geloscht.

Losung zu a:
Wir erhalten eine eindeutige Losung:
x=1,y=2,z=3.

Losung zu b:

Dieses unterbestimmte LGS hat unendlich

viele Losungen, die vom Applet in parame-

trisierter Form angezeigt werden.
L={xsy;z;t):x=1,y=1-c,z=1,t=c;ce R}

1. Appletoberfidche im Fall a:

Matrix calculator

2| x, + 3+ 2| x,= 2

3 x+ 2| %+ L]|x=1]10

4| x,+ 1|x+| =1]| %= 3
B
| Mit dem GauB-Verfahren 16sen | | Loschen |

Ergebnis: O x, =1
Ox,=2
Ox;=3

2. Appletoberfidche im Fall b:

Matrix calculator

2|+ 1x+[ 3 x| 1 x=

41+ 2%+ 2 x5+ 2 |x=

2 X+ 2 X%+ 2 x| 2 |X=

X+ X,+ X3+ X4=
B
| Mit dem GauB3-Verfahren 16sen | | Loschen |

Ergebnis: O x, =1

Ox,=1-x,
Ox;=1
Ox,=x,

> | Beispiel: Lineares (3; 3)-Gleichungssystem mit Parameter
.| Untersuchen Sie das lineare Gleichungs- I 2x+ay+ z=a’
system in Abhédngigkeit vom Parameter a I x+2y+2z=-a
auf Losbarkeit (a € R). I 3x- y+ z=0
Losung:
© Wir verwenden das Applet Matrix-Calcu- Gaufischer Algorithmus:
© lator aus dem vorhergehenden Beispiel. Matrix calculator
: L 2 x,+ | a|x+| 1]|x=| a
: Dort wéhlen wir wieder den Menupunkt
: . 1] x+ 2| x+ 2| x=| -a
. Gleichungssystem aus.
: X, + 1] x= 0

. Wir stellen dann mit den Eingabefeldern

. +und - die gewiinschte Ordnung des Glei-
chungssystems ein, hier ein (3; 3)-LGS.

© Indie rechteckige Eingabemaske geben wir
: die Koeffizienten unseres Gleichungssys-
© tems ein.

Dann starten wir die Berechnung durch An-
. klicken des Menupunktes Mit dem Gauf-

Verfahren losen.

> Die Losung* lautet x =a, y = a, z = —2a.

Ubung2 (3; 3)-LGS mit Parameter

3+ =1]x%
[zaten | [Toaren ][]

| Mit dem GauB3-Verfahren 16sen | | Loschen |

X;=a
X,=2a
X3==2-a

Untersuchen Sie das lineare Gleichungssystem in Abhingigkeit vom Parameter a auf Losbarkeit

(a e R). Geben Sie ggf. die Losung an.
a)l x+2y+ z=2
I x+ y+az=1-a2
m2x+ y—- z=1

Ubung 3 Unendliche Losungsmenge
Ermitteln Sie, wie der Parameter a gewihlt
werden muss, damit das LGS unendlich vie-
le Losungen hat. Geben Sie diese an.

I x-3y+ z= 1

I -x- y+3z=-1

I -2x+2y+az=-2

b)I x+ y+az=a
I 2x-vy =3a
I 2x+2y+2z=2

Ubung 4 Parameterbestimmung
Ermitteln Sie, fiir welchen Wert des Para-
meters a das LGS eine Losung x, y, z mit
z = 4 hat. Geben Sie diese an.

I 2x- y+z=5a

oI x- y-z=0

II ax +2y +z = a?

Ubung 1 LGS mit einem Computerprogramm lésen
Losen Sie das Gleichungssystem mit einem Computerprogramm, einem GTR oder einem CAS.
a)2x+3y- z=9 b)2x+ y+ z-3t=4 c)2x+3y—- z= 6
3x+ y—-2z=8 4x - y+4z-6t=8 X+ y+2z=12
-X+2y+3z=9 3x+2y—- z+2t=6 -Xx+3y- z= 2
2x—- y-2z=1 Xx+2y-3z= 2

* Den Matrix-Calculator findet man auf: https://matrixcalc.org

* Das Applet macht die rechentechnischen Einschrankungen a —4 # O und 5a + 1 # 0, die aber unnétig sind.
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6. Anwendungen

A. Modellierung von Funktionen

Héufig werden Funktionen mit bestimmten Eigenschaften gesucht, z. B. beziiglich der Nullstellen,
Extrema oder Wendepunkte. Man spricht hier von Steckbriefaufgaben, im Anwendungszusam-
menhang auch von Modellierungsaufgaben. Man benétigt stets einen plausiblen Funktionsan-
satz. Die Koeffizienten im Ansatz kdnnen mit linearen Gleichungssystemen bestimmt werden.

> | Beispiel: Wasserrutsche

. | Eine neue Wasserrutsche soll nach dem
abgebildeten Plan gebaut werden.

Die Profilkurve f der Rutsche soll Parabel-
form besitzen.

Bestimmen Sie die Parabelgleichung,
bezogen auf das eingezeichnete Koordi-
natensystem.

C
B/Iz,s m
5m "X

10 m

B. Ratselaufgaben

Ritselaufgaben dienen in der Regel zur mathematischen Unterhaltung. Sie konnen durch intelli-
gentes Probieren gelost werden, oft aber auch systematisch, z. B. mit Gleichungssystemen.

Beispiel: Viehmarkt

Ein Bauer handelt auf dem Viehmarkt mit Pferden,
Kiihen und Schafen.

In der ersten Woche verkauft er 2 Pferde und 4 Schafe
und kauft 5 Kiihe. Er verdient so 1000 €.

In der zweiten Woche verkauft er 1 Pferd, 2 Kiihe und
2 Schafe und hat einen Erlos von 5000 €.

In der dritten Woche verkauft er 6 Schafe, kauft aber
2 Pferde und 5 Kiihe. Diesmal macht er einen Verlust von

. Losung:

. Der Ansatz lautet f(x) =ax?>+bx +c.

. Aus der Zeichnung konnen wir laut Bema-
. Bung drei Punkte ablesen:

: A(0110), B(1010) und C(1512,5).

. Durch Einsetzen der Koordinaten von A, B
: und Cindie Ansatzgleichung ergibt sich ein
© (3; 3)-Lineares Gleichungssystem.

© Wir l6sen das lineare Gleichungssystem in
. der tiblichen Weise.

Die Losungen lauten a = 11—0, b=-2,c=10,
- sodass sich fiir die gesuchte Profilkurve die
© folgende Gleichung ergibt:

> £(x) = 15x2 = 2x + 10

Ubung 1 Funktionsgleichung

Der Bremsweg s eines neuen Sportwagen-
modells wird vom Hersteller einem Test
unterzogen (siche Messwerttabelle rechts).

1. Ansatz
f(x)=ax2+bx+c

2. Lineares Gleichungssystem

A(0110): I: c=10
B (1010): II: 100a+ 10b+c=0
C(1512,5): II: 225a+ 15b+c=25

Vereinfacht: II: 100a+ 10b=-10
III: 225a+ 15b=-7,5

3. Losung des Gleichungssystems

aus I: c=10
25-I-1I: 7,5b=-15=>b=-2
inll: 100a-20=-10=>a=-L1

10
= f(x) = 15x> = 2x + 10
v in m/s 10 20 40
S in m 2,5 10 40

Es wird vermutet, dass der Bremsweg s eine quadratische Funktion der Geschwindigkeit v ist.
Ermitteln Sie die Gleichung der quadratischen Funktion s (v).

6000 €.

ein Schaf?

Welchen Handelswert haben ein Pferd, eine Kuh bzw.

Losung:

. xseider Werteines Pferdes, y der Wert einer
© Kuh und z der Wert eines Schafes.

. Wenn er 2 Pferde verkauft, 5 Kiihe kauft
: und 4 Schafe verkauft und er 1000€ ver-
. dient, so lautet die zugehorige Gleichung
© 2x =5y +4z=1000. Analog ergeben sich
. zwei weitere Gleichungen.

. Das lineare Gleichungssystem l8sen wir
- nun mit dem Gaufschen Algorithmus
© manuell oder mit dem Rechner.

© Wir erhalten im Ergebnis als Handelswert
. fiir ein Pferd 2000€, fiir eine Kuh 1000€
» und schlieBlich fiir ein Schaf 500 €.

Ubung 2 Altersriitsel

Das Alter von Max plus das doppelte Alter
von Moritz ergeben 50.

Das Alter von Moritz plus das doppelte
Alter von Max ergeben 49.

Wer ist der Altere? Wie alt sind die beiden?

Ubung 3 Sparen

David, Tina und Georg haben zusammen
160 € gespart. David hat am meisten. Er be-
sitzt 24 € mehr als Georg. Tina hat am we-
nigsten. Sie besitzt 14 € weniger als Georg.
Wie grof3 sind die Ersparnisse von Tina?

1. Festlegung der Variablen

x: Handelswert eines Pferdes
y: Handelswert einer Kuh

z: Handelswert eines Schafes

2. Lineares Gleichungssystem

1. Woche: 2x-5y+4z= 1000
2. Woche: x+2y+2z= 5000
3. Woche: -2x — 5y + 6z =-6000

3. Losung des Gleichungssystems
x = 2000, y = 1000, z = 500

Ubung 4 Bewegung/Geschwindigkeit
Anja wohnt in Friedberg und Laura in Bad
Nauheim. Sie wollen sich am Nachmittag
treffen. Der Radweg zwischen ihren
Wohnungen ist 6km lang. Anja fihrt mit
einer Geschwindigkeit von 10km/h. Laura
schafft sogar 15km/h. Beide fahren um
15 Uhr los.Wann und wo treffen sie sich?

Hinweis: Man kann die Formel fiir die Ge-
schwindigkeit v verwenden:

— S (- e T
v—?(s.Weg,t.Zelt)
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. Kinokarten

10.

. Schulweg

Ein Kino verkauft Karten zum vollen Preis zu 9€ sowie ermi-
Bigte Karten an Rentner zu 6 € und an Studenten zu 5<€. In einer
Vorstellung werden 400 Karten zu 3300 € verkauft. Die Anzahl
der Karten fiir Studenten war dreimal so grof} wie die Anzahl der
Rentnerkarten.

Wie viele Karten wurden ohne ErmiBigung verkauft?

. Geldanlagen

Nikolai hat 30000 <€ investiert. Fiir einen Teil des Geldes hat er in Schatzbriefe gekauft, die
3% Jahreszinsen abwerfen. Einen weiteren Teil hat er in Immobilienfonds investiert, die 5%
Rendite pro Jahr bringen sollen. Den Rest des Geldes hat er in Aktien angelegt, fiir die sein
Anlageberater mit einer Wertsteigerung von 8% rechnet. In die Aktien hat er doppelt so viel
investiert wie in die Schatzbriefe. Der Anlageberater hat ausgerechnet, dass er pro Jahr vor-
aussichtlich 1820€ Profit erzielen wird. Wie viel Geld hat Nikolai in die Aktien investiert?

Sebastian macht sich morgens auf den Weg zur Schule. Er geht mit
einer Geschwindigkeit von 5 km/h. Sein Freund Oskar wohnt im glei-
chen Haus. Er fihrt 15 Minuten spéter mit dem Fahrrad los. Damit
schafft er 30 km/h. Sie kommen gleichzeitig um 7:55 in der Schule
an. Wann ist Sebastian losgegangen? Wie lang ist der Schulweg?

. Dreistellige Zahl ] iy

Die Hunderterziffer einer dreistelligen Zahl ist doppelt so grof} wie ihre Zehnerziffer. Liest
man die dreistellige Zahl von hinten nach vorne, so ist die neue Zahl um 99 groBer als die
Ausgangszahl. Die Summe der Ziffern der Zahl ist 11. Wie heif3t die Zahl?

. Sparschwein

Hans hat in seinem Sparschwein 102 Miinzen. Es sind nur 1 ct-, 2 ct-, 5 ct-, und 10 ct-Miinzen.
Die Anzahl der 2 ct-Miinzen ist genauso grof3 wie die Anzahl der restlichen Miinzen. Von den
10ct-Miinzen hat Hans eine mehr als von den 1ct-Miinzen. Der Wert aller Miinzen betrigt
3,82€. Wie viele 5ct-Miinzen besitzt Hans?

Ritselhaft

Emma kauft fiir ihre Familie im Obstgeschift ein. Fiir ihre
Mutter kauft sie 1 Pfund Bananen und 2 Pfund Orangen fiir
4 €. Fiir ihre Tante kauft sie 1 Pfund Bananen und 4 Pfund
Kirschen fiir 6€. Fiir ihre Oma kauft sie 1 Pfund Bananen, -
1 Pfund Kirschen und 3 Pfund Trauben fiir 3€. Am néchsten
Tag kauft Emma von jeder der 4 Sorten genau ein Pfund ein.
Was muss sie fiir diesen Einkauf bezahlen?

Hinweis: Fiir die Einzelpreise der vier Produkte gibt es meh-
rere Losungen. Es geht aber um den Gesamipreis des Ein-
kaufs von Emma.

11.

12.

13.

14.

Zahlenmauern
Zahlenmauern kennt man aus der Grundschule. Sie werden normalerweise
von unten nach oben ausgefiillt, um die Addition zu iiben. [ 6 [ 9 |
y

Bei unserer Zahlenmauer dagegen ist die untere Zeile gesucht. Welche Mog-
lichkeiten gibt es, sie so auszufiillen, dass links und rechts die gleiche Zahl x steht?
In der Zahlenmauer sind nur natiirliche Zahlen zugelassen.

a) b) ©)

[0 [10]
81519 51416 141410
X[y lz]x] (X [ylz][x] (618161 4]

[x [y lz[t]x]
Funktionsgleichung

Die Funktionh (t) = at? + bt + c beschreibt die Hohe eines

Wurfes. (tin s, h in m).

Ein Volleyball wird aus einer Hohe von 1 m zuriickgeschla-

gen. Nach 0,5s ist er in 2,75m Hohe und nach 1s in nur

noch 2m Hohe.

a) Bestimmen Sie die Koeffizienten a, b und c.

b) Wie lange dauert es, bis der Ball den Boden bertihrt,
sofern er vom Gegner nicht abgefangen wird?

Arithmagon
Ein Arithmagon ist ein Polygon (Dreieck, Viereck, ...), mit Kreisen in 7
den Ecken und Quadraten auf den Strecken. In den Kreisen und Quadra- / \
ten stehen natiirliche Zahlen. Jede ,,Quadratzahl ist die Summe der bei- 11 18
den anliegenden ,,Kreiszahlen®, wie im Beispiel rechts. / \
Bei den folgenden Arithmagons sind die passenden Kreiszahlen gesucht. 4 —15—11
Bestimmen Sie diese.
Hinweis: Bei b) und c) gibt es mehrere Lésungen.
2) b) ¢) g
/ N\ | | i )
32 15 3 8 /5 5\
/ \ | | \ /
— 4 — 5 4
\ /
— 4 -
Erlebnispark

Emma, Lisa und Karl verbringen einen Tag im Erlebnispark.
Die Tabelle zeigt, wie oft sie die drei groiten Attraktionen
in Anspruch genommem haben und was sie gezahlt haben.

Achterbahn | Wildwasser | Schwebetunnel | Preis
Emma 2 4 2 14€
Lisa 3 3 2 15€
Karl 5 1 3 20€

Was kostet eine Fahrt mit der Achterbahn?
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C. Strome in Netzwerken

I. Lineare Gleichungssysteme

Die Auslastung von Transport- und Straennetzen kann mit mathematischen Hilfsmitteln berech-
net werden. In einfachen Fillen kdnnen lineare Gleichungssysteme hierzu verwendet werden.

Beispiel: Strafennetz

Der abgebildete Kartenauschnitt zeigt ein System von Einbahnstralen. Die Zahlenangaben
geben die Durchflussmengen in 1000 KFZ pro Stunde an, die durch Verkehrszdhlungen in der
Hauptverkehrszeit ermittelt wurden. Der zentrale Stralenring soll erneuert werden. Die not-
wendigen Durchflusskapazititen x, y, z und t sollen ermittelt werden.

a) Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem
fiir x, y, z und t auf. Orientieren Sie sich
dazu an der Kreuzungsregel. Losen Sie
das Gleichungssystem anschlie3end.

b) Wie groB sind die Kapazititen x, y, z und
t mindestens zu wihlen, damit kein Stau
entsteht?

gesperrt werden, ohne dass Stau auftritt?

¢) Kann eines der Straflenstiicke BC bzw. AB

3 t 2 y ! ¢ 10
___>_A;:_ ______ oo ]3;"'—>'
x| 1 |12
———
3 T 4 t 2 * 6

Losung zu a:

© Fiir jeder der vier Kreuzungen gilt die Kreu-
© zungsregel: Pro Zeiteinheit miissen genau-
© soviele Fahrzeuge einfahren wie ausfahren.

. In Kreuzung A fahren stiindlich x + 3 Fahr-
. zeuge ein (in Tausend) und es fahren y + 5
. Fahrzeuge heraus. Nach der Kreuzungs-
. regel gilt also die folgende Gleichung:

f X+3=y+5

. Diese Bilanz fiihren wir nun fiir jede der
© vier Kreuzungen durch. Dann erhalten wir
© ein lineares Gleichungssystem mit vier
Gleichungen und vier Variablen X, y, z und
© t, welches rechts aufgefiihrt ist.

. Dieses tiberfiihren wir zunichst in die Nor-
. malform (Variablen links, Zahlen rechts).

. Wir konnen das LGS manuell 16sen, indem
. wir den GauB3schen Algorithmus anwenden.
- Dal, IT und III schon zur Stufenform pas-
sen, miissen wir nur noch IV verindern.

Dies wird mit folgenden Schritten erreicht:
IV > 1 +1V fiihrtaufIV: —y +t=1

DIV =11 + 1V’ fiihrtauf IV —z+t=4

v IV"— III + IV" fiihrt auf IV " 0=0

Die Kreuzungsregel:
Notwendig fiir die Vermeidung eines
Staues an einer Kreuzung ist Folgendes:
Die Summe der pro Zeiteinheit in eine
Kreuzung einfahrenden Fahrzeuge muss
gleich der Summe der die Kreuzung ver-
lassenden Fahrzeuge sein.

1. Lineares Gleichungssystem:
Kreuzung A: x+3=y+ 5
Kreuzung B: y+7=2z+ 10
Kreuzung C: z+6=t+ 2
Kreuzung D: t+4=x+ 3

2. Normalform:

I. x-y = 2
II: y-z =3
II: z-t=-4
IV: —x +t=-1

3. Stufenform:

I. x-y = 2
IT: y-z =3
11I: z—-t=-4
Iv: 0=0

6. Anwendungen

. Die Nullzeile bedeutet, dass das LGS un-
. endlich viele Losungen hat.

: 'Wir setzen also t = ¢, wobei c ein frei ge-
© wiihlter Parameter ist.

© Dann folgen durch Riickeinsetzungen die
© Werte fiir die restlichen Variablen:

S t=c,z=c—4,y=c-lundx=c+1

. Losung zu b:

. Nun sind wir aber noch nicht fertig, denn c
. kann nicht vollig frei gewihlt werden. Es
. gibt Einschriéinkungen.

. Alle vier Variablen x, y, z und t miissen gro-
- Ber oder gleich null sein, weil negative
. Werte bedeuten wiirden, dass der Verkehr
: gegen die Richtung der EinbahnstraBen
. flieBen wiirde, was natiirlich verboten ist.

. Diese Einschriinkungen fiihren, wie rechts
. dargestellt, insgesamt dazu, dass ¢ = 4 gel-
: ten muss.

. Fiir ¢ = 4 ergeben sich die Minimalkapazi-
. tdten, die mindestens verlangt werden miis-
. sen, damit nicht zwangsléufig ein Stau auf-
- tritt. Siesindx=5,y=3,z=0und t =4.
© Rechts ist die Minimallosung dargestellt.

© Losung zu c:

. Interpretation: Das StraBenstiick BC konn-
© te also notfalls auch einmal gesperrt wer-
. den, ohne dass es zum Stau kommen muss,
. daz=0erlaubt ist.

. Das Straenstiick AB kann aber ohne wei-
. tere MaBnahmen nicht gesperrt werden, da
. es immer mindestens die Kapazitit y =3

>

aufweisen muss.

Ubung 15 Fortsetzung des Beispiels
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4. Losung des LGS:
Das LGS hat unendlich viele Losungen

t=c (c frei gewihlter Parameter)
z=t—4=c-4
y=z+3=c-1

Xx=y+2=c+1

5. Einschrdnkungen:

Wegen x 2 0 folgtc+ 1 >0, alsoc=-1
Wegeny =0 folgtc—120,alsoc> 1
Wegen z > 0 folgtc—42>0,alsoc= 4
Wegen t 2 0 folgtc > 0.

Insgesamt: ¢ = 4

6. Minimallosung:
c=4=>x=5,y=3,2z=0,t=4

3 |1 3 1 10
--—»-AE- ------ ———ccooos BI---—>-
5|1 |lo
-<—-D§- ----- [ GE--«—-
3 Itle 4 2fj| ©

7. Interpretation

BC kann wegen z = 0 ohne Staugefahr ge-
sperrt werden.

AB kann wegen y = 3 nicht gesperrt wer-
den. Bei einer Sperrung bestiinde Stauge-
fahr.

Die folgenden Aufgabenteile beziehen sich auf das Beispiel oben.

a) Wegen einer notwendigen Spurreparatur auf dem Stralenstiick CD wird dessen Kapazitit auf
2500 Autos pro Stunde verringert. Ersatzweise wird eine Behelfsfahrbahn von C nach A gelegt.
Welche Kapazitit muss diese Fahrbahn mindestens besitzen, damit kein Stau auftritt?

b) Die Kapazitit der bei B aus dem Ring herausfiihrenden Strae wird wegen eines Krankenhau-
ses aus Larmschutzgriinden auf 5000 Fahrzeuge pro Stunde abgesenkt. Gleichzeitig werden
die Kapazititen der bei A und C herausfithrenden Straen auf 7500 bzw. auf 4500 Fahrzeuge
pro Stunde erhoht. Berechnen Sie nun die neuen Minimalkapazititen der Ringstraen.
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Ubung 16 Dreiecksring

Drei Einbahnstralen umranden einen drei-

eckigen Park. Die Kapazititen der Zu- und

Abflussstralen sind in 1000 Autos pro

Stunde angegeben. Nun sollen Kapazititen . |

X, y und z fiir die drei neu zu gestaltenden A<—-C .
X

-—- -
RingstraBen des Parks festgelegt werden. L/ U

a) Stellen Sie nach der Kreuzungsregel ein lineares Gleichungssystem fiir die Kapazititen x, y
und z der drei Ringstraf3en auf.

b) Bestimmen Sie die allgemeine mathematische Losung des lineares Gleichungssystems.

c) Welche Einschrinkungen ergeben sich fiir die Losung aus b), wenn man berticksichtigt, dass
keine der Variablen x, y und z negativ werden darf?

d) Wie lauten die Minimalkapazititen fiir die drei Ringstraf3en, die den Park begrenzen?

e) Keine einzige der drei Ringstraien soll eine geringere Kapazitit als 500 Autos pro Stunde
haben. Wie lautet dann eine Losung mit minimalen Kapazititen?

Ubung 17 StraBensperrung / Maximalkapazitit 3 T i .

Im abgebildeteten Einbahnstralensystem 3 7| y Y| 4
sind die Verkehrsdichten auf den Zu- und —"Af """ - B-’
AbflussstraBen bekannt (Angaben in 1000 <t * ,
Fahrzeugen pro Stunde). : :

Die moglichen Verkehrsdichten x, y, z und B - €"_
t auf den inneren Stralenstiicken sollen un- 3 4 T L l 6 4

tersucht werden.

a) Stellen Sie nach der Kreuzungsregel ein lineares Gleichungssystem fiir die Kapazititen x, y,
z und t der vier inneren Straf3enstiicke auf, welche die Kreuzungen A bis D verbinden.

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des linearen Gleichungssystems.

¢) Welche Einschriankungen ergeben sich fiir die Losung aus b), wenn man beriicksichtigt, dass
keine der Variablen x, y, z und t negativ werden darf?

d) Kann das Straflenstiick CD bei Bedarf gesperrt werden, ohne dass es zum Stau kommt?

e) Wie grof} sind die Minimalkapazitdten der vier Ringstraen?

Ubung 18 Mindestkapazitiiten / Richtungsumkehr

Im einem Einbahnstraennetz sind die Verkehrsfliisse der Zu- und Abfahrten angegeben.

a) Wie groB3 sind die noch festzulegenden
Kapazititen x, y, zund t der inneren Ring- 3
straBen mindestens zu wihlen, damit es
nicht zwangsldufig zum Stau kommt?

b) Das Stralenverkehrsamt erwigt, die t
Richtung des StraBenstiicks BC umzu-
kehren. Welche Auswirkungen hitte die-
se MaBnahme auf die zu wihlenden Ka-
pazititen der Ringstral3en?

<=l == = ==
-—»
«

D. Mischungsprobleme

In technischen und wirtschaftlichen Prozessen werden manchmal aus mehreren vorhandenen
Rohstoffmixturen durch Mischung neue Mixturen zusammengestellt. Dabei geht es oft um Kos-
teneinsparungen. Solche Mischungsprobleme konnen in der Regel mit Hilfe linearer Gleichungs-
systeme gelost werden. Die Hauptschwierigkeit besteht im Aufstellen der Gleichungssysteme.

Beispiel: Eine neue Kaffeesorte

Ein KaffeegroShindler hat zwei Kaffee-
sorten Brazil (B) zum Preis von 6 €/Pfund
und Kuba (K) zu 3 €/Pfund im Sortiment.
Ein Kunde bestellt 120 Pfund Kaffee, der
aber nur 5€/Pfund kosten darf.

Kann der Héandler durch Mischung seiner
beiden Sorten den Auftrag erfiillen?

. Losung:

: x sei die fiir den Auftrag benédtigte Menge
. von Sorte B, y sei die benétigte Menge von
. Sorte K, gewogen in Pfund.

: Da aus den beiden Sorten B und K insge-
. samt 120 Pfund Kaffee hergestellt werden
© sollen, muss gelten: I: x + y = 120.

: x Pfund von Sorte B kosten 6x Euro.

: y Pfund von Sorte K kosten 3y Euro.

© Also betragen die Gesamtkosten der neuen
. Mischung 6x + 3y. Daein Pfund der neuen
. Mischung 5€ kosten soll und 120 Pfund
. geordert werden, sind dies 600 €.

. Also gilt die Gleichung II: 6x + 3y = 600

Wir erhalten ein (2; 2)-LGS, das wir manu-
- ell mit dem Gaufischen Algorithmus oder
© mit dem Taschenrechner 16sen.

: Das Resultat lautet x = 80, y = 40.

. Der GroBhéndler kann also 80 Pfund Brazil
: und 40 Pfund Kuba zu 120 Pfund einer neu-
. en Sorte Karibik mischen, die 5€/Pfund
. kostet.

Ubung 19 Theater

Ein Theater hat 20 Reihen mit je 18 Plédtzen. Die Karten fiir die ersten 8 Reihen
kosten 48 €, Karten ab der 9. Reihe kosten 32 €. Fiir eine Vorstellung werden
260 Karten verkauft und damit 8800€ Einnahmen erzielt. Berechnen Sie, wie
viele Besucher der Vorstellung eine Karte fiir die ersten 8 Reihen gekauft haben.

Festlegung der Variablen:
x = Menge von Sorte B
y = Menge von Sorte K

Aufstellung eines Gleichungssystems:
Mengenbilanz: I x+ y=120
Kostenbilanz: 1II 6x + 3y =600

Losung des LGS mittels Gauf$-Verfahren:
I x+ y= 120
II 6x+3y= 600—11-6-1

I x+ y= 120

11 -3y=-120

aus II: =>y=40
inl: x+40=120 =x=80
Resultat:

x=80,y=40
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» | Beispiel: Parfiimherstellun A B C Im folgenden Mischungsproblem sind unendlich viele Lésungen moglich. Dariiber hinaus miissen
N eilljler .Par fiimerie kann mangaus drei L 4% 10% 15% nach dem Losen des Gleichungssystems zusitzliche Uberlegungen erfolgen, welche der theore-
R 8% 20% 10% tisch moglichen Losungen wirklich praktisch umsetzbar sind.

verschiedenen Duftwissern A, B und C
sein eigenes Parfiim herstellen. Die drei
Duftwisser enthalten die Duftstoffe L
(Lavendel) und R (Rose) in verschiede-
nen Konzentrationen.

Berechnen Sie, welche Menge a, b bzw.
¢ von jeder Sorte Duftwasser benotigt
wird, um 50 ml eines Parfiims herzustel-
len, dass 4 ml des Duftstoffes Lavendel
und 6 ml des Duftstoffes Rose enthiilt.

» | Beispiel: Linolsaurekonzentration

.| Fiir einen Versuch werden 100 ml 60-pro-
zentige Linolsiure benétigt. Der Laborant
hat aber nur Linolsdure in Konzentratio-
nen von 30%, 50% und 80 % vorritig.
Welche Moglichkeiten hat der Laborant,
die 100 ml Linolsdure in der gewiinschten
60%-Konzentration herzustellen.

: Losung: : Losung:

© asei die Menge des Duftwassers A, die fiir Aufstellung eines Gleichungssystems: . Wir benennen zunichst die Variablen. 1. Aufstellen des Gleichungssystems:

- die Mischung benétigt wird. b und c seien I a+ b+ c=50 . x: Menge der 30%igen Losung I: x+ y+ z=100

. entsprechend die Mengen der Duftwisser IT 0,04a+0,10b+0,15c= 4 . y: Menge der 50%igen Losung I:0,3x + 0,5y + 0,8z = 60

© Bund C, die bendtigt werden. 110,08a + 0,20b+ 0,10c= 6 : z: Menge der 80%igen Losung.

© Dainsgesamt 50 mg Parfiim hergestellt wer- 2. Losung des Gleichungssystems:

. den sollen, muss gelten: I: a + b + ¢ = 50. Losung des LGS mittels Gauf$-Verfahren: © Da 100ml benétigt werden, muss gelten: I x+ y+ z=100

§ I a+ b+ c= 50 : X+y+z=100 I:3x+5y+8z=600—>11-3-1

. Da 4ml des Duftstoffes Lavendel im End- II 4a+10b+15¢=400—1 -4-1

. produkt sein sollen, miissen 4% von A, 10% I 8a+20b+10c=600—11-8 -1 : Weiter miissen 30% von x, 50% von y und L x+ y+ z=100

: von B und 15% von C zusammen 4 ml er- . 80% von z zusammen 60 ml ergeben, also: II: 2y +5z =300

. geben. Dies fiihrt auf folgende Gleichung: I' a+ b+ c¢= 50 0,3x+0,5y+0,8z=60

S 0,04a+0,10b+0,15c=4 I’ 6b+ 11¢c =200 Das System ist unterbestimmt.

I’ 12b+ 2¢=200—1II"-2-1II' . Soentsteht ein (2; 3)-LGS, das wir manuell Es hat unendlich viele Losungen.

. Fiir den Duftstoff Rose miissen 8% von A, . oder mit dem Rechner 16sen. Es hat unend- Eine Variable kann frei gewéhlt werden.
© 20% von B und 10% von C 6ml ergeben. I" a+ b+ c¢c= 50 © lich viele Losungen folgender Form:

© III: 0,082+ 0,20b +0,10c =6 1" 6b+11c= 200 x=-50+1,5¢c,y=150-2,5c,z=c(ceR) z=c (ceR, frei gewihlt)

: " —20c =-200 inll: 2y + 5¢ =300 =>y=150-2,5c
: : Da die Losungen x, y und z nicht negativ inl: x+150-25c+c=100=>x=-50+1,5c
. Wir erhalten ein (3; 3)-LGS, das wir manu- aus IIT1": =>c=10 © sein diirfen, da es sich um Mengen handelt,

. ell mit dem GauBschen Algorithmus oder inll": 6b+110=200 =>b=15 . erhalten wir folgende Einschrinkung: 3. Einschrdnkungen der Losung:

: alternativ mit dem Taschenrechner l6sen. ml" a+15+10=50=>a=25 % <c<60 x=20=>-50+15¢=>0=>c> 13&

Die Lisung lautet a = 25, b = 15, ¢ = 10. Lésung des LGS: N{égliche Losungen wiren also z.B.: y20=>150-2,5¢20=>c<60

© Man wird also 25ml von Duftwasser A a=25,b=15,¢c=10 : Fiir ¢ =40: x =10,y = 50,z =40 220=c20 100

: K ’ ’ » Firc=60:x=40,y= 0,z=60 =>—-<c<60

10ml von Duftwasser B und 10ml von 3

. Duftwasser C mischen, um 50ml des ge-
» wiinschten Parfiims zu erhalten.
Ubung 21 Geldanlage
Ein Bankkunde mochte 20000€ anlegen. Er mochte im Anlagejahr 1000€ Profit erzielen.

Ubung 20 Parfiim herstellen Die Bank bietet Aktien an, die 8 % Rendite abwerfen, Fonds mit 6% und Schatzbriefe mit 2 %.
Ermitteln Sie, welche Mengen der Duftwésser A, B und C aus obigem Beispiel genommen wer- a) Wie kann er seinen Anlagebetrag auf diese drei Papiere aufteilen?
den miissen, um 100 ml eines Parfiims herzustellen, das 11 ml des Duftstoffes Lavendel und 12 ml b) Wie sollte er den Anlagebetrag aufteilen, wenn er ein hohes Risiko scheut und moglichst viele

des Duftstoffes Rose enthilt. Schatzbriefe kaufen will?
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I. Lineare Gleichungssysteme

6. Anwendungen

22,

23.

24.

25.

26.

Milch

Eine Molkerei verfiigt tiber drei Milchsorten
A, B und C mit 3%, 5% und 6% Fettanteil.
Durch Mischung dieser Sorten sollen 10 Hek-
toliter Milch mit 4% Fettanteil erzeugt wer-
den.

Die Menge der fiir die Mischung verwendeten
Milch mit 5% Fettanteil soll genauso grof sein
wie die Menge der Milch mit 6% Fettanteil.
Welche Mengen miissen gemischt werden?

Rotwein

Ein Winzer erntet 30 Hektoliter Merlot und
29 Hektoliter Cabernet Sauvignon. Er mischt
daraus einen Rotwein guter Qualitit, der 25%
Merlot und 75 % Cabernet Sauvignon enthlt.
Sein Rotwein mittlerer Qualitéit enthélt 75%
Merlot und 25 % Cabernet Sauvignon. Berech-
nen Sie, welche Mengen an Rotwein guter
bzw. mittlerer Qualitit der Winzer herstellt.

Geldanlage
Sebastian hat 20000€ geerbt, die er anlegen

will. Davon mochte er 45 % in Aktien und 40% ,?‘f’-:-ﬁ'--"" #ﬂ.:-,%/
in Rentenpapieren anlegen. Seine Bank bietet f": wﬂ 3

ihm drei Fonds mit unterschiedlichen Anlage- Fonds A B

strategien an. Berechnen Sie, welche Betriige
er in die drei Fonds investieren sollte, um sein
Anlageziel zu erreichen.

Kaminholz

Ein Hindler bietet drei Sorten Kaminholz an,
die unterschiedliche Anteile an Eichen- bzw.
Birkenholz enthalten. Ein Kunde bestellt

C
Aktien 30% 50% 60%
Renten 50% 40% 10%

1000kg Kaminholz, worunter 400kg Eichen- Sorte A B C
holz und 350kg Birkenholz sein sollen. Wel- Eiche 20% 30% 70%
che Mengen seiner drei Sorten muss der Hand- .

Birke 60% 40% 10%

ler zusammenstellen?

Miisli

Ein Hobbyldufer mochte ein neues Friihstiicksmiisli bestellen. Der Héndler bietet drei ver-
schiedene Sorten an, welche 10%, 50% bzw. 60% Cornflakes enthalten. Man kann diese
Sorten auf Bestellung frei zu 200 g-Packungen mischen lassen.Welche Moglichkeiten hat der

Hobbyldufer, 200 g-Packungen zu bestellen, die 40% Cornflakes enthalten?

Die folgenden Ubungen sollen ohne Hilfsmittel gelost werden.

1. Graphik
Die einzelnen Gleichungen eines linearen Gleichungssystems mit zwei

Variablen konnen graphisch als Geraden im zweidimensionalen Koordina- I: x +2y=4
tensystem gedeutet werden. Entscheiden Sie, welche der vier Zeichnungen Il:y+ 3=2x

das gegebene lineare Gleichungssystem graphisch darstellen. Begriinden
Sie Thre Entscheidung.

vyt A i B y c vyt D
4 4
3
2
0 5 x o /2 M 0 3 M 0 M

2. Schnelle Losung

Losen Sie das lineare Gleichungssystem auf einem moglichst einfachen I: x+ y=3+z

und schnellen Weg. Notieren Sie IThre Losungsschritte sorgfiltig. II:
III:

3. Unlosbar

2y+1=5
y+z=5

Gegeben sind zwei lineare Gleichungssysteme. Genau eines davon ist unlsbar. Entscheiden

Sie, welches System unlosbar ist. Begriinden Sie Thre Entscheidung stichhaltig.

System A System B
I 2x+2y+z=6 I 2x+2y+z=10
II: 2y+ x=1 II: 2y+ x= 0
I: z+3x=6 II: z+3x=10

4. GauB-Algorithmus
a) Formen Sie das LGS so um, dass es
Dreiecksform besitzt. system.
x -4y +3z=3 3x+z-10=-2y
2x -6y +4z=4 4y-2 =2z
3x-10y+8z=9 3z-12 =-3z

5. Unlosbar
Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem.
Ermitteln Sie denjenigen Wert des Parameters a, fiir den das
Gleichungssystem keine Losung hat.

b) Losen Sie das lineare Gleichungs-

I 2x- y=2
M:4x —ay=6

4
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Chemische Reaktionsgleichungen

Dem italienischen Chemiker SOBRERO gelang
im Jahre 1846 die Herstellung der hochex-
plosiven Flissigkeit Nitroglycerin (C;HN;O,).
Schon durch kleine mechanische Erschiitte-
rungen wurde die Explosion ausgeldst, was
die praktische Anwendbarkeit als Sprengstoff
stark einschrankte.

Alfred NOBEL (1833-1896) hatte die Idee,
dieses Sprengdl in porosem Kieselgut aufzu-

saugen, sodass ein erschiitterungsfester, trans- H,C—O0—NO,
portabler, kontrolliert ziindbarer Sprengstoff |
. . HC—O0O—NO,
entstand, der den Namen Dynamit erhielt. |
H,C—0—NO,
Nitroglycerin

Chemische Reaktionen lassen sich durch Reaktionsgleichungen beschreiben. Dabei muss
berticksichtigt werden, dass bei allen chemischen Reaktionen die Gesamtmasse aller Stoffe un-
veriandert bleibt. Vor und nach der Reaktion miissen also gleich viele Atome desselben Elements
vorhanden sein. Beim Aufstellen chemischer Reaktionsgleichungen miissen die Koeffizienten
vor den an der Reaktion beteiligten Stoffen (Molekiilen) bestimmt werden. Wir zeigen dies im
folgenden Beispiel.

Bei der Explosion von Nitroglycerin (C;HsN;O,) entstehen unter Hitzeentwicklung die Gase
Kohlendioxid (CO,), Wasserdampf (H,O), Stickstoff (N,) und Sauerstoff (O,). Bestimmen Sie
die chemische Reaktionsgleichung fiir den Explosionsvorgang.

Losung: Ansatz:
Wir verwenden den nebenstehenden Ansatz < - C.H.N.O. —
fiir die Reaktionsgleichung. Die Koeffizienten =g g™=e

Xy, ..., X5 geben die Anzahl der Molekiile an. X, CO, + x5 - H,0+x, - N, +x5- O,
Man verwendet in der chemischen Reaktions-

gleichung moglichst kleine natiirliche Zahlen  Fiir C: 3X, =X,

Xy, ..., Xs, fiir die die chemische Reaktion

moglich ist. Fiir H: 5%, =2X,

Da vor und nach der Reaktion von jedem

Element gleich viele Atome vorhanden sein  Fiir N: 3x,=2%,

miissen, erhalten wir fiir jedes Element eine

Gleichung. Fiir O: 9%, =2%, + X3+ 2X;

Chemische Reaktionsgleichungen

Somit ergibt sich ein LGS aus 4 Gleichungen
mit 5 Variablen, das wir zunichst in Normal-
form umstellen und dann mit Hilfe des GauB3-
schen Algorithmus auf Stufenform bringen.

Das LGS besitzt unendlich viele Losungen,
eine Variable ist frei wihlbar.

Wir wihlen x5 =c e R.
Nun bestimmen wir durch Riickeinsetzung
die Losungsmenge.

Fiir die chemische Reaktionsgleichung ist nun
die kleinste positive Zahl c gesucht, fiir die
sich eine Losung ergibt, die nur aus natiirli-
chen Zahlen besteht. Diese erhalten wir in
diesem Fall fiirc = 1.

Ubung 1

43

1 3x,— X, =0
I 5x - 2x, =
o 3x, -2xy =0
IV 9x,-2x,— x4 -2x5 =0
I 3x,— X, =
11 5%, — 6%, =0
11 -6x;+10x, =
v - 2x4+12x5=0

L={(4c;12¢c; 10c; 6¢c;¢); ce R}

Firc=1: (4;12;10;6;1)

Reaktionsgleichung:
4C;HN,0, — 12CO, + 10H,0 + 6N, + O,

Ermitteln Sie fiir die folgenden chemischen Reaktionen die Koeffizienten.

a) x; CuO + x,C — x;Cu + x4CO»

(Gewinnung von Kupfer aus Kupferoxid)

b) x,FeS, + x,0, — x5S0, + x,Fe, 0, (Entstehung von Schwefeldioxid aus Pyrit)

¢) x,P,0,, +x,H,0 — x;H;PO,

(Entstehung von Phosphorséure)

d) x,C.H,,0, — x,C,H;OH + x,CO, (alkoholische Gérung)
e) x,KMnO, + x,HCI — x;MnCl, + x,Cl, + x;H,0 + x,KCl (Herstellung von Chlorgas)

Ubung 2

Die Bildung von Tropfsteinhéhlen lisst sich
im Wesentlichen auf folgende chemische Re-
aktionen zuriickfiihren:

Wasser (H,0) und Kohlendioxid (CO,) haben
im Verlaufe von Jahrtausenden den Kalkstein
(CaCO; Calciumcarbonat) gelost. Bei der
chemischen Reaktion entstehen zunichst
Ca- und HCOj-Ionen, die sich dann zu
wasserloslichem Calciumhydrogencarbonat
(Ca(HCO,),) verbinden. Die Riickreaktion
(Entzug von CO,) fiihrt wieder zu unlds-
lichem CaCO; und damit zur Tropfstein-
bildung.

Bestimmen Sie die Reaktionsgleichung fiir
die Anfangsreaktion.
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I. Lineare Gleichungssysteme

CAS-Anwendungen

Darstellung eines LGS:

Losungsmenge eines
LGS:

Aquivalenz-
umformungen
eines LGS:

Anzahl der Losungen
eines LGS:

Der Gaufdsche
Algorithmus:

Unterbestimmtes LGS:

Uberbestimmtes LGS:

Ein (m; n)-LGS besteht aus m linearen Gleichungen mit n Variablen.
In der Normalform stehen links die variablen Terme und rechts die
konstanten Terme.

Normalform:

I x+2y+ z= 8

II: 2x+ y-2z=-2

II:3x -2y +3z= 8

Die Losungsmenge eines (m; n)-LGS wird mit Hilfe eines n-Tupels
dargestellt: L = {(x;; X,; ..., X,) }. Beispiel: L = {(1; 2; 3)}

Umformungen eines LGS, welche die Losungsmenge nicht dndern,
werden als Aquivalenzumformungen bezeichnet. Dies sind:

(1) Vertauschung von zwei Gleichungen.

(2) Multiplikation einer Gleichung mit einer reellen Zahl k =+ 0.

(3) Addition einer Gleichung zu einer anderen Gleichung.

Es gibt drei Losbarkeitsfille:

1. Das LGS hat keine Losung. Es ist unlosbar.

2. Das LGS hat genau eine Losung. Es ist eindeutig losbar.
3. Das LGS hat unendlich viele Losungen.

Man bringt das LGS mit Aquivalenzumformungen auf Dreiecksform

oder in eine Reihenstufenform. Dann 16st man es durch eine Riick-

wirtseinsetzung.

Fall 1: Die Dreiecksform enthélt mindestens eine Widerspruchszei-
le. Dann ist das LGS unlosbar.

Fall 2: Die Dreiecksform enthilt keine Widerspruchszeile. Die
Anzahl der Variablen ist gleich der Anzahl der nichttrivialen
Zeilen, die keine Allgemeingiiltigkeit darstellen. Dann ist das
LGS eindeutig losbar.

Fall 3: Die Dreiecksform enthilt keine Widerspruchszeile. Die
Anzahl der Variablen ist groBer als die Anzahl der nichttrivi-
alen Zeilen. Dann hat das LGS unendlich viele Losungen.

Das LGS hat weniger Gleichungen als Variable (m < n).
Das LGS hat mehr Gleichungen als Variable  (m > n).

CAS-Anwendungen

Der solve-Befehl leistet bei der Losung von Gleichungen gute Dienste.
Er kann ebenso bei der Losung von Gleichungssystemen angewendet werden.

Beispiel: Losung von Gleichungssystemen

a) Losen Sie die 2 x 2-Gleichungssysteme von den Seiten 15 und 17 mit dem CAS.

b) Bearbeiten Sie die 3 x 3-Gleichungssysteme aus den Beispielen der Seiten 20 und 23.
c¢) Losen Sie das 3 x 3 Gleichungssystem von S. 20 mit dem simult- und dem rref-Befehl.

Losung zu a):

© Zuberechnen ist die Losung (x; y) des LGS
© 2x—4y=2und 5x + 3y = 18. Der Befehl
solve(2-x—4-y=2 and 5- x+3-y=18x, y) lie-
© fert die Losung x =3 und y = 1.

. Die weiteren Zeilen im nebenstehenden
. Screenshot zeigen die Ermittlung der An-
. zahl der Losungen der Gleichungssysteme
: von Seite 17 unten.

© Losung zu b):

. Ausgewihlt wurden drei 3 x 3-LGS mit
© verschiedenen Losungseigenschaften.

: Das Beispiel von Seite 20 besitzt eine ein-
: deutige Losung.

. Das erste LGS aus dem Beispiel von Seite
. 23 hat keine Losung, das zweite LGS be-
. sitzt eine einparametrige unendliche Lo-
. sungsmenge (Parameter c/).

© Losung zu ¢):

. Die Koeffizientenmatrix des LGS wird
. durch [3, 3, 2; 2, 4, 3; 5, 2, 4] wiederge-
. geben, die rechte Seite durch [5; 4; 9].

: Mitsimult ([3, 3, 2; 2,4, 3; -5, 2, 4],

[5; 4; —9]) wird die Losung [1; 2; —2]

geliefert.
Mitrref ([3, 3,2,5;2,4,3,4;-5,2,4,-9)),
. also der Eingabe der erweiterten Matrix,

. erhilt man ein dquivalentes System mit der
> Losung in der letzten Spalte.

* x=2and y=2

x]ve{iﬂ x+4y=lband -6 x-3 p= 12.x)
{e1-4)
» ymw————=and y=gT

= -~
golvel 2 x—4 y=2 and S x+3p=18 x5

v xm3and p=l
5::]1-'-3[2 x-2y=-2and ~3x+3 p=d A‘,_]-.l * false
solve(2 x=y=2 and Ja+d =] 2.1'_‘.!']

solvel3 w+dp+2zmt and 2 x+dy+3 2md
and -5 x+2 44 2= x 3 2)
* x=]and y=2and r=-2

5—'}Jve|.,1'+.! y-Z=3 and 2-x-p+2zmE * [alse
and 3x+1l =7 r=6xyz)
golval2 x+y=4-r=]and 3 x+2y=-7 =1
and 4 x-3p+2 =7 x 3z

¢ x=cT+1and p=2-¢7-1 and z=c¥

{:
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I. Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme

1.

Manuelle Losung eines LGS

Losen Sie das lineare Gleichungssystem manuell.

a)l: 4x-5y=-4
I:5x +3y =32

. Losbarkeit

Untersuchen Sie das LGS auf Losbarkeit.
a)l: x+ y-2z=4

II: 2x+3y-3z=8

I: x+2y- z=5

. Lineares Gleichungssystem mit Parameter

b x+2y+ z=1
Il: 2x+3y+3z=6
II: 3x —4y-3z=1

b)I: 2x+3y+2z= 3
II: 4x+5y-2z= 1
II: 4x +4y -8z =—-4

Untersuchen Sie das lineare Gleichungssystem in Abhingigkeit I

vom Parameter a auf Losbarkeit.

. Altersritsel
Die Schwestern Maria, Emma und Julia sind heute zusammen 30 Jahre alt.
Vor vier Jahren war Maria doppelt so alt wie Emma und Julia zusammen.

Damals war Julia doppelt so alt wie Emma.
Wie alt sind die drei Schwestern heute?

. Anlagestrategie

Herr Brockmanns mochte 30000<€ fiir ein Jahr
anlegen. Er mochte Aktien, Gold und Fonds kau-
fen. Seine Bank macht ihm das abgebildete An-
gebot. Herr Brockmanns mochte im Anlagejahr
2000 € Profit erzielen.

1I:

2x+2y=6
(a+Dx+y=4

Anlageform Aktien

Fonds

Gold

Erwartete Rendite | 7%

6%

5%

a) Untersuchen Sie, welche Moglichkeiten der Anlage er insgesamt hat.

b) Wie muss er das anzulegende Geld auf Aktien, Fonds und Gold aufteilen, wenn er aus

Sicherheitsgriinden moglichst viel Gold in sein Depot nehmen will?

. Straflennetz

Ein Netz von Einbahnstralen soll teilerneuert

werden. Die Durchflussmengen einiger Straflen

wurden ermittelt (in 1000 Autos/h).

X, Y, z und t seien die Kapazititen der zu erneu-

ernden Straflen.

a) Stellen Sie ein lineares Gleichungssystem fiir
X, V, z und t auf.

b) Bestimmen Sie die Minimalkapazititen der
vier zu erneuernden Straf3en.

7 140 7 2? 5
- -— --QI} ----- -~ -$—-<—--
i i
--—»—-];I)- ------ ——=ccsos=s A--—
il 3
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